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Resum
Matematitzar el món que ens envolta és un dels eixos centrals de l’educació mate-
màtica realista. Aquest procés passa per diversos nivells de comprensió. David Webb, 
amb el model de l’iceberg, il·lustra tota la gamma d’estratègies informals i preformals 
que es poden emprar per arribar al nivell formal, i que donen sentit a aquesta nota-
ció convencional. En aquest treball em proposo estudiar les resolucions de 4 situaci-
ons-problema per conèixer les estratègies més utilitzades i quines han resultat més 
eficaces.
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Abstract
Mathematizing the world that surrounds us is one of the central aims of realist mat-
hematical education. This process passes through various levels of comprehension. 
David Webb, with the iceberg model, illustrates the whole range of informal and pre-
formal strategies that can be used to arrive at a formal level, and which give sense 
to this conventional notation. In this study I examine the solutions to 4 problem-si-
tuations to determine which are the most used strategies and which are the most 
effective.
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El model de matematització
A començaments dels anys setanta, per revertir la manera d’ensenyar les 
matemàtiques a Holanda, va iniciar-se l’educació matemàtica realista 
(EMR), encapçalada per Hans Freudenthal. Tenia com a intenció canviar 
el sentit de l’ensenyament, és a dir, no ensenyar el resultat d’una activi-
tat, sinó l’activitat en si mateixa. El matemàtic advocava per una educació 
matemàtica comprensiva partint de la realitat.
Segons Freudenthal (1983), en gran mesura, les matemàtiques sorgei-
xen com una eina per organitzar o estructurar la realitat, i, és clar, l’en-
senyament de les matemàtiques ha de basar-se en l’organització de les 
situacions-problema, que són el punt de partida dels alumnes per mate-
matitzar perquè els permeten imaginar situacions de la vida real i posar 
en marxa el seu sentit comú, les seves estratègies de càlcul i de resolució.
L’EMR insisteix que és imprescindible que l’alumnat aprengui a acos-
tar-se a les matemàtiques mitjançant aquestes situacions-problema per-
què li generen la necessitat d’utilitzar eines matemàtiques per organit-
zar-se i resoldre-les. Fomenta un perfil d’estudiant actiu, reflexiu i crític 
que participi en la creació de models matemàtics propis, a través de l’ús 
de mètodes informals, estratègies intuïtives o eines matemàtiques com a 
elements que permeten organitzar diferents situacions-problema prope-
res a la seva realitat (Marcela i Vanegas, 2012).
Connectant amb aquest ideari, investigadors de l’Institut Freudenthal 
per a la Ciència i les Matemàtiques de la Universitat d’Utrech (FIsme), 
amb David Webb al capdavant, han desenvolupat el model de l’iceberg per 
donar suport als professors i conèixer el procés d’aprenentatge i les estra-
tègies usades pels estudiants. Webb (Webb et al., 2011) presenta aquest 
model com una metàfora per il·lustrar com els estudiants necessiten ex-
perimentar una àmplia gamma de models matemàtics per donar sentit 
a les representacions formals, situades a la punta de l’iceberg. Aquesta 
metàfora es pot utilitzar en molts problemes diferents. En el cas de les 
fraccions, com en la figura 1, els alumnes poden discutir estratègies sig-
nificatives en tractar contextos concrets, abans de tenir una comprensió 
del que representen les fraccions.
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Figura 1. Model de l’iceberg de Webb (Webb et al., 2008) 
 
Quan els alumnes s’enfronten a una situació contextual significativa per a ells, posen 
en marxa estratègies intuïtives de representació i de raonament. El model de l’iceberg 
proposa tres nivells per caracteritzar aquestes estratègies, que evolucionaran de 
formes més elementals i intuïtives a maneres més elaborades i, fins i tot, a la utilització 
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una gran àrea submergida que és la que dona la capacitat de flotació. La punta de 
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és on el model col·loca la matemàtica informal i preformal. La secció informal conté 
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Quan els alumnes s’enfronten a una situació contextual significati-
va per a ells, posen en marxa estratègies intuïtives de representació i de 
raonament. El model de l’iceberg proposa tres nivells per caracteritzar 
aquestes estratègi s, que evolucionaran de formes més elemental  i intu-
ïtives a maneres més elaborades i, fins i tot, a la utilització del llenguatge 
formal de la matemàtica. El model enumera aquest procés evolutiu de les 
representacions produïdes pels alumnes en tres etapes: les estratègies in-
formals, les estratègies pr formals i les estratègies formals. La metàfora 
de l’iceberg mostra clarament la zona de flotació com una regió emergent 
de l’aigua però sustentada per una gran àrea submergida que és la que 
dona la capacitat d  flotació. La punta de l’iceb rg només pot sostenir-se 
gràcies a aquesta capacitat de flotació de l’iceberg, que és on el model 
col·loca la matemàtica informal i preformal. La secció informal conté ac-
tivitats que provenen de l’experiència de l’alumne i que sovint són dibui-
xos realistes, esquemes, fletxes, que representen la base del coneixement 
matemàtic. La zona preformal es basa també en l’aprenentatge vivencial 
i desenvolupa el coneixement mitjançant l’ús de representacions, models 
i conceptes que són més eficients i abreujats que els utilitzats en la fase 
anterior. La punta de l’iceberg representa el procediment formal o la re-
presentació simbòlica; per tal que un estudiant pugui comprendre aques-
ta representació ha d’haver tingut l’experiència de passar per estratègies 
informals i preformals.
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Descripció de la recerca
Amb l’objectiu d’estudiar quines són les estratègies que usen els estu-
diants d’una mateixa escola se’ls han plantejat 4 situacions-problema 
d’aritmètica elemental basades en un context quotidià, accessibles, ima-
ginables i significatives per a ells, tal com advoca l’EMR (Martínez et alii, 
2002). 
Aquest qüestionari està adreçat a alumnes de 3r de primària i s’ha dis-
senyat tenint en compte què es treballa, d’acord amb Heuvel-Panhuizen 
(2005), durant la segona meitat de 3r grau (període en què s’ha passat la 
prova). Per poder fer una anàlisi detallada de cada resposta i poder intuir 
tendències s’ha acotat la mostra a 20 estudiants.
Cada alumne ha resolt les 4 situacions-problema amb les seves prò-
pies eines i sense rebre cap ajuda. A partir de les seves produccions s’ha 
observat quines han sigut les estratègies més usades per resoldre-les, in-
formals, preformals o formals, i quines han estat les més eficaces.
Fixem-nos en la situació-problema 4: Al supermercat tenen 8 dotzenes 
d’ous, quants ous hi ha? Hem escollit aquest context perquè és interessant 
el càlcul multiplicatiu per un nombre de dues xifres (x12); si el factor ha-
gués estat menor de 10, probablement tots els alumnes farien mental-
ment l’operació i no els caldria utilitzar les seves pròpies estratègies per 
resoldre la situació-problema.
Fent un recorregut per les respostes donades pels alumnes es pot evi-
denciar la varietat d’estratègies usades, que van des de l’ús de formes més 
intuïtives a resolucions més formals:
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Per resoldre la pregunta, aquest estudiant ha dibuixat els ous de 12 en 12, separats per 
una ratlla. Es pot intuir que per saber el nombre total d’ous ha fet el recompte un per 
un perquè no ha agrupat els ous de forma sistemàtica per facilitar-ne el comptatge de 
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Figura 2. Estratègia 
informal 
Figura 2. Estratègia informal
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Seguint aquesta trajectòria arribem a les estratègies preformals, en les quals ja se 
certifica una elaboració de les dades, aquesta vegada sí, per facilitar el càlcul: 
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I al cim de l’iceberg, l’algorisme: 12x8, és a dir, la notació formal. 











L’estratègia més utilitzada ha estat la informal, però també la més ineficaç, perquè 
només el 50% de les situacions-problema han estat resoltes correctament. Per altra 
banda, el nombre d’alumnes que han utilitzat la representació formal ha sigut menor, 
però aquests han estat més efectius. 
Amb la mostra de respostes analitzades, es constata, doncs, que les estratègies 
informals són menys efectives, ja que estan basades en el comptatge i com que 
s’arriba a un número relativament elevat es produeixen errors amb freqüència.  
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correcta 
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Preformal 30% 66% 
Formal 30% 83% 
Total 100%  
Figura 3. Estratègia informal
Seguint aquesta trajectòria arribem a les estratègies preformals, en 
les quals ja se certifica una elaboració de les dades, aquesta vegada sí, per 
facilitar el càlcul:
	
Figura 3. Estratègia inform l 
 
Seguint aquesta trajectòria arribem a les estratègies preformals, en les quals ja se 
certifica una elaboració de les dades, aquesta vegada sí, per facilitar el càlcul: 
 
Figura 4. Estratègia preformal 
I al cim de l’iceberg, l’algorisme: 12x8, és a dir, la notació formal. 











L’estratègia més utilitzada ha estat la informal, però també la més ineficaç, perquè 
només el 50% de les situacions-problema han estat resoltes correctament. Per altra 
banda, el nombre d’alumnes que han utilitzat la representació formal ha sigut menor, 
però aquests han estat més efectius. 
Amb la mostra de respostes analitzades, es constata, doncs, que les estratègies 
informals són menys efectives, ja que est n basades en el comptatg  i com que 
s’arriba a un número relativament elevat es produeixen errors amb freqüència.  
Amb l’anàlisi de les resolucions de les 4 situacions-problema es pot comprovar la 
tendència que com més formal és l’estratègia, més disminueixen les possibilitats de 
cometre errors. Es tracta d’un procés de matematització progressiva, sense les 
Taula 1. Distribució de les respostes a la situació-problema 4 segons l’estratègia 
usada i grau d’encert 
 % estratègia usada 
% resposta 
correcta 
Informal 40% 50% 
Preformal 30% 66% 
Formal 30% 83% 
Total 100%  
Figura 4. Estratègia preformal
I al cim de l’iceberg, l’algorisme: 12x8, és a dir, la notació formal.
Després de classificar totes l s respostes s gons l’ stratègia usada i el 
percentatge d’encert, s’obté:
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L’estratègia més utilitzada ha estat la informal, però també la més ine-
ficaç, perquè només el 50% de les situacions-problema han estat resoltes 
correctament. Per altra banda, el nombre d’alumnes que han utilitzat la 
representació formal ha sigut menor, però aquests han estat més efec-
tius.
Amb la mostra de respostes analitzades, es constata, doncs, que les es-
tratègies informals són menys efectives, ja que estan basades en el comp-
tatge i com que s’arriba a un número relativament elevat es produeixen 
errors amb freqüència. 
Amb l’anàlisi de les resolucions de les 4 situacions-problema es pot 
comprovar la tendència que com més formal és l’estratègia, més dismi-
nueixen les possibilitats de cometre errors. Es tracta d’un procés de ma-
tematització progressiva, sense les estratègies informals i preformals no 
s’arriba a l’etapa formal amb la mateixa efectivitat.
Conclusions
Quan el nen s’enfronta a una situació nova ha d’organitzar la seva experi-
ència, desenvolupar procediments intuïtius, utilitzar llenguatge sim-
bòlic, construir conceptes; però cada nen construeix aquests conceptes 
seguint un procés i el seu propi ritme. A través de l’anàlisi de les produc-
cions d’aquests alumnes després de respondre 4 situacions-problema 
d’aritmètica elemental he pogut indicar, segons l’estratègia que han uti-
litzat, si es troben en l’etapa informal, preformal o formal seguint el mo-
del de l’iceberg de Webb. 
Les dades obtingudes mostren que les estratègies més usades pels 
alumnes han estat les informals, tot i que s’observa una evolució cap a la 
formalitat: des d’estratègies totalment basades en dibuixos fins a repre-
sentacions que van incorporant elements més simbòlics i, per tant, que 
avancen cap al següent nivell, el de les estratègies preformals.
Amb les estratègies informals es reflecteix la capacitat de l’alumne per 
fer servir els seus propis recursos en la resolució de situacions mentre 
està construint les eines formals per fer-ho; per tant, cal valorar aquests 
mètodes propis i a la vegada s’han de fomentar les connexions per anar 
cap a una construcció pròpia del coneixement més formal.
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S’ha de tendir cap a aquesta formalització de les matemàtiques, s’ob-
serva que els alumnes que treballen en aquest nivell són més eficaços. Tot 
i això, no s’han de menystenir les estratègies informals perquè asseguren 
la comprensió de les accions que l’alumne fa.
També cal tenir en compte el domini dels números de l’alumnat: a ve-
gades, malgrat que la situació està ben plantejada, es produeixen errors 
en el moment de la resolució, sovint quan està basada en el comptatge i 
els números són poc abastables i porten a l’error.
Amb terminologia de l’educació matemàtica realista (EMR), els alum-
nes segueixen un procés de matematització progressiva, per tant, els que 
usen estratègies preformals es troben en un nivell de comprensió més 
elevat i més proper al nivell formal. 
Avançant amb la matematització progressiva, aquestes estratègies 
preformals aniran esdevenint procediments abstractes i formals. Aquest 
procés està estretament connectat amb el concepte de matematització 
vertical: reflexió, generalització, prova, simbolització i més rigor amb 
l’objectiu d’aconseguir graus més alts de formalització. En aquest mo-
ment arribaríem a la punta de l’iceberg de Webb. 
 
	
Figura 5. Model de l'iceberg amb respostes de la situació-problema 4 
 
Les dades d’aquesta recerca reflecteixen que són una minoria els estudiants de 3r curs 
de primària que es troben en el nivell formal en la construcció del producte, però la 
majoria tenen una seguretat amb els procediments propis que fa que pràcticament no 
cometin cap error en la resolució de les situacions plantejades. Això ens fa pensar que 
el seu pensament no es correspon encara, seguint el model de Webb, a la punta de 
l’iceberg, però tenen aquesta gran zona de flotació, els nivells informal i preformal, per 
recolzar els seus procediments actuals. 
El pas a estratègies més formals s’afavoreix a través de les interaccions entre alumnes i 
amb el docent, quan es posen en comú les estratègies utilitzades. És la manera de 
promoure la reflexió, i aquest és un dels eixos de l’EMR, el principi d’interacció, que es 
preveu ja en moltes orientacions curriculars.  
Malgrat que amb el resultat d’aquestes proves els alumnes que han emprat estratègies 
formals han sigut més eficaços, no es pot reduir l’ensenyament i aprenentatge de les 
matemàtiques a fer operacions formals, sinó que a aquesta formalitat s’hi ha d’arribar 
–en el moment adequat, sense imposar procediments mecànics– amb un procés iniciat 
des d’allò més concret per tal que l’alumnat desenvolupi la capacitat per analitzar, 
raonar i transmetre idees matemàtiques d’una manera efectiva i comprensiva, 




Freudenthal, H. (1983). Didactical phenomenology of mathematical structures. 
Dordrecht: Reidel Publishing Company. 
Figura 5. Model de l’iceberg amb respostes de la situació-problema 4.
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En aquesta imatge podem veure una relació de les respostes a la situa-
ció-problema anteriorment citada situades seguint el model de l’iceberg 
de Webb. Es pot veure l’evolució des dels dibuixos més intuïtius i lligats a 
l’experiència concreta de l’alumne i com es construeix el pas cap a l’abs-
tracció: el procés de matematització progressiva.
Les dades d’aquesta recerca reflecteixen que són una minoria els 
estudiants de 3r curs de primària que es troben en el nivell formal en la 
construcció del producte, però la majoria tenen una seguretat amb els 
procediments propis que fa que pràcticament no cometin cap error en 
la resolució de les situacions plantejades. Això ens fa pensar que el seu 
pensament no es correspon encara, seguint el model de Webb, a la punta 
de l’iceberg, però tenen aquesta gran zona de flotació, els nivells informal 
i preformal, per recolzar els seus procediments actuals.
El pas a estratègies més formals s’afavoreix a través de les interaccions 
entre alumnes i amb el docent, quan es posen en comú les estratègies 
utilitzades. És la manera de promoure la reflexió, i aquest és un dels eixos 
de l’EMR, el principi d’interacció, que es preveu ja en moltes orientacions 
curriculars. 
Malgrat que amb el resultat d’aquestes proves els alumnes que han 
emprat estratègies formals han sigut més eficaços, no es pot reduir l’en-
senyament i aprenentatge de les matemàtiques a fer operacions formals, 
sinó que a aquesta formalitat s’hi ha d’arribar —en el moment adequat, 
sense imposar procediments mecànics— amb un procés iniciat des d’allò 
més concret per tal que l’alumnat desenvolupi la capacitat per analitzar, 
raonar i transmetre idees matemàtiques d’una manera efectiva i com-
prensiva, reconeixent la relació entre les seves estratègies i els instru-
ments formals de les matemàtiques.
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